4. AVEGESELEM MODSZER ELMOZDULAS MODELLJE

A végeselem modszer numerikus eljaras mérnoki, fizikai feladatok kozelitdé megoldasara. A modszer a szdmi-
tastechnika fejlddésével parhuzamosan alakult ki. Jelenleg univerzalis, nagyon sokféle feladat megoldasara al-
kalmas végeselem programrendszerek allnak rendelkezésre. A gépészeti tervezérendszerek is tartalmaznak
végeselem szamitasok végzésére alkalmas modulokat.

Az eljaras alapgondolata:

- A keresett (ismeretlen) mezoket résztartomanyonként kozelitjiik. Az egész tartomanyra (testre, alkatrészre)
érvényes mez6t résztartomanyokra felvett mezok dsszekapcesolasaval allitjuk eld.

- A kitlizott rugalmassagtani feladat megoldasat valamilyen energiaelv alkalmazésaval allitjuk el6:

- a Lagrange-féle variacios elvvel (611=0),
- a Castigliano-féle variaciés elvvel (6K =0),

- a virtualis elmozdulasok elvével.
Ezen kivill mas funkcionalok is szoba johetnek.

Leginkabb a 6[1=0 Lagrange-féle variacios elv alkalmazasa az elterjedt, ahol az elmozdulasmez6 az elsddle-
ges ismeretlen.

4.1. Az elmozdulasmezon alapulé végeselem modszer felépitése
A megoldas gondolatmenete:
- A testet (alkatrészt) elvileg tetszéleges alakt, véges szamu résztartomanyra, igynevezett véges elemre bontjuk.

- Az elmozdulasmez6t elemenként kiilon-kiilon kozelitjik. A kozelité fliiggvények altalaban polinomok. Ezt
nevezziik lokalis kozelitésnek.

- Az elemeken nevezetes (kitlintetett) pontokat, ugynevezett csomopontokat vesziink fel. Az elemenként felvett
kozelito fiiggvényeket a csomdponti (elmozdulas) paraméterek segitségével dsszeillesztjiik.

- A Lagrange-féle variacios elv alkalmazasaval a csomoponti paraméterekre linearis algebrai egyenletrendszert
kapunk.

- A linearis algebrai egyenletrendszerbél meghatarozzuk a csoméponti (elmozdulas) paramétereket.

- A csomoponti paraméterek ismeretében a test (alkatrész) barmely pontjaban meghatarozhatok a szilardsagtani
(elmozdulasi, alakvaltozasi, fesziiltségi) allapotok.

4.1.1. Jelolések, elnevezések

A tovabbiakban kizarolag a matrixos jel6lési modot alkalmazzuk:

u(r) - u(xy,z) - u(x),

B(r) — B(xyz) - B(X)
u(x,y,z)
Az elmozdulasi vektormezé oszlopmatrixa: g( X ) = V(X, Y, Z)
w(x,Y,z)
- —7
(3x1)
Az alakvaltozasi- és fesziiltségi mez6k oszlopmatrixai: _‘9x (X, V. Z) - _UX (X, V. Z)_
£, (x7.2) 7, (xy.2)
X,V,Z XY, Z
£(X)= & (xy.2) | g(X):O-( y,2)
B 7xy(x’y’z) B Txy(X,y,Z)
7 (x%.2) o (01.2)
_}/XZ(X’y’Z)_ _TXZ(X,y,Z)_
(6x1) (6x1)
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Itt az alakvaltozasi és a fesziiltségi tenzor egymastol kiilonbozé koordinatait oszlopmatrixba rendezziik és alak-
valtozasi és fesziiltségi vektornak nevezziik.

Az Osszefiiggések attekinthetOsége kedvéért a matrixok ald legtobbszor kiirjuk a  méretet:
(sorok szdma x oszlopok szdma).

4.1.2. A rugalmassagtani feladat kitiizése

Adott: a test (alkatrész) alakja, méretei (geometriaja), anyaga,
az alkatrész terhelései: G(X, Y, z)a (V) -nés p, (X, y,z) az A, -n,

a test U, megtamasztasa A, -n.
Meghatdrozands: - az u(X) elmozdulasmezd,
- az &(X) alakvaltozasi mezd,

-a g(X) fesziiltségi mez6.

4.1.3. A rugalmassagtani feladat kozelité6 megoldasa

A testet (alkatrészt) elvileg tetszéleges alaku, véges szamu elemre (résztartomanyra) bontjuk fel. Az elemeken
kitiintetett pontokat, igynevezett csomdpontokat vesziink fel.

z

X y

Az ébran e jeldli az elemet (résztartomanyt), az i, j,k, ... jelolik az elem csomopontjait (pl. az abran lathato
tetraéder csucspontjait).
Az elmozduldsmez6t elemenként kdzelijik:  u° ( X ) =A° (X ) q°,

[N N —
(3x1) (3xn) (nx1)

ahol u* ( X) az elem elmozdulasmezdje, A° ( X) az elem approximacids matrixa, q° pedig az elem csoméponti
paramétereinek vektora.

A csomoponti paraméterek elmozdulasok és szdgelfordulasok lehetnek, amelyeket ezért a tovabbiakban altala-
nositott elmozdulasoknak, vagy altalanositott elmozdulaskoordinataknak is neveziink.

A kozelitd fiiggvényeket az A°(X ) approximacios matrix tartalmazza (approximacio = kozelités).
Az approximacios matrixban szerepld kozelito fliggvények altalaban polinomok, ezek fokszama hatarozza meg
a csomoponti paraméterek n szamat.

Az n az elem &sszes csomoponti paramétereinek szama, ez az elem szabadsagfoka.

=i =j =k =N

T e
Az e jell elem csomoponti elmozdulasvektora: [qe} =[qT qT q .. q } ,

ahol N az elem csomopontjainak szama.

Térbeli feladat esetén az e jelii elem i -edik csomopontjanak elmozduldsvektora:
e

U
q =V
=l
) | W



Az approximacios matrix blokkokra bontasa:

g
qe
=]
K () = | & ()8 ()2 (X)..4, (X)
- —
(3x3) (3x3) (3x3) (3x3)
(3x3N)
qe
=N

Az approximacids matrixban azokat az elemeket tekintjik az A’(X) blokknak, amelyek a @
elmozduldskoordinatakkal szorzodnak.
Az e elem i csomodpontjahoz tartozo approximacios matrix-blokk:
Afxi(x) Afyi(x) Afzi(x)
A(X) = Aa(X) AL(X) AL (X))
A (X)) AL(X) AL (X)
Az approximdcios matrix elemeinek kinematikai tartalma:
Pl. A};(X) az i csomopont z irdnyn egységnyi elmozdulasa (W, =1) hatasara az e elemben el6allo u®(X)
X iranyu elmozdulasmezo.
Kovetelmények:
- Az ée(X) fiiggvényeknek az X helykoordinatak szerint derivalhatdaknak kell lenniiik, mert az ge(X) -
nek kinematikailag megengedettnek kell lennie.
- Az i csomdpont elmozdulasaibol szarmazo elmozdulasmezobol ki kell adodniuk az i csomopont elmozdula-
sainak: A°(X;)=E.
- Az i csomopont elmozdulasaibdl szarmazd elmozdulasmez6bdl a tébbi csomodpontban nem 1éphetnek fel
elmozdulasok: A’ (X;)=A"(X,)=--=A"(X,)=0.

J

Az alakvaltozasi allapot elemenkénti kozelitése:

r e r e
BT,
OX OX
el 2 e 2
X oy oy
2 e
N (Z—W 0 0 ai u*(X)
e z Z yA e
x = = = X
£ ( ) 7/xy a_u + @ i 2 0 ’ ( )
oy x| |oy ox w(X)
7/yz - —-
oV  ow 0 0 (34)
| Vx| —+— 0 — —
(6) oL oy oz oy
ou ow 0 0
- — - 0 -
Loz ox] Loz OX |
(64) (63)
Az dsszefiiggést tomoren felirva: g (X)= 22 u (X),

ahol D° a differencialasi utasitasok matrixa.
T
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Az alakvaltozasok kifejezhetok a csomdponti elmozdulasokkal:
é‘e(X)de Ae(x) qe :Ee(x)ge
Fxl)

A B°(X) matrixot alakvaltozas - csomdponti elmozdulas matrixnak nevezziik.

== =

) (63) () (ma) (B0

A fesziiltségi allapot kozelitése:

(6x1)
Ebben az Gsszefiiggésben (=39(X) az anyagjellemzék matrixa (inhomogén anyag esetén a helykoordinatak

figgvénye). Az £° (X ) oszlopmatrix pedig a hétagulas hatisira 1étrejové (kezdeti) alakvaltozasokat jelGli.

Linearisan rugalmas izotrop anyag esetén az anyagjellemzok matrixa:

¢, ¢ ¢, 0 0 0]
c, ¢, ¢, 0 0 O
ce o c, ¢, ¢¢ 0 0 O
=7lo 0 0¢c 0 O
00 0 0c O
0 0 0 0 0 ¢
1-v 1% 1
h I ZE—, -E—M ¢ =E—=G
e TE )ty T )@y T 2y

Lineérisan rugalmas ortotrdp anyag esetén, az anyagi foiranyok (1, 2, 3) koordinata-rendszerében az anyagjel-

lemz6k matrixa:

[ 1-VaVa  VatVaVa  VatVaVa 0 0 0 T
E,E.A E,E.A E,E.A
Var T VasVa 1-vigvsy Ve +VipVy 0 0 0
E,E.A E,E.A E.E.A
ge = VatVaVe Ve tVpVa 1oVl o o 0|
E,E.A E.EA E.E,A
0 0 0 G, 0 0
0 0 0 0 G, ©0
i 0 0 0 0 0 Gy

ahol A=

(1 V1oV = Vo3V —VigVa = Vo VarVia )
2B

Ortotrop anyag esetén az anyagjellemzok matrixanak inverze konnyebben megjegyezhetd és attekinthetobb
szerkezetl:
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Lo wm Yoy g o
E1 E2 E3
_ Vi i _ Va 0 0 0
El E2 E3
VgV i 0 0 0
[ g e ]‘1 _ E, E, E, .
0 0 0 — ©0 0
G12
0 0 0 0 1 0
G23
0 0 0 0 0 1
L Gy |
Az anyagallandé matrix szimmetriajabol kovetkezéen a Poisson tényezék nem fiiggetlenek:
Yo _Va Vi _Va Vo _ Ve
E E’ E E' E, E

Az anyagi féiranyok koordinata-rendszerébdl az eredményeket vissza kell transzformalnunk abba a koordinata-
rendszerbe, melyben vizsgalatainkat végezziik.

o’(123) - o'(xy.2)

Transzformacio!
£'(123) > £(xy2)

A hémérsékletvaltozasbol szarmazo alakvaltozas figyelembevételéhez sziikséglink van a hotagulasi egylitthatok
oszlopmatrixara is:
£ (X)= a° AT*(X).
=T =
(6x1) (6x1) (1x1)

Itt AT® (X) az ismert hémérsékletmezo6 (a homérséklet fiigghet a helytol), ge oszlopmatrix pedig a hdtagulasi
egyiitthatok vektora:

N

R

IR,
Il
<

o O O

A hétagulas lehet iranytol fliggd, de leggyakrabban az izotrop eset fordul el6: a, =, =a, =a.
A rugalmas agyazas figyelembevétele:
Feltételezziik, hogy a test az (Ar) feliiletén mas rugalmas testhez kapcsolodik. Az érintkezo feliileten ilyenkor

megoszl6 erérendszer adodik at.
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Az (Ar) feliileten fellépd p (X ) feliileti terhelés aranyos a feliileten levd pontok elmozdulasaval:

X~ E(X) £,

(341) (3:3) (34)
c, 0 O
ahol R*(X)=| 0 ¢, 0 |arugoallandok / rugomerevségek matrixa.
0 0 c

z

Az e elem teljes potencialis energiaja:

S1Tgo () gor | (@ o] ] () po

A teljes potencialis energia osszefuggeseben

- % .[ (ge )T gedV az alakvaltozasi energia,

:
- j (ge) q°dV a térfogati erérendszer munkaja,
(ve) -
.
- j (ge) p°dA a feliileti erérendszer munkéja,

(%)

- % I ( ) *dA a rugalmasan agyazott feliileten fellépd munka.
Ar

Helyettesitsiik be a teljes potencialis energia most felirt 6sszefliggésébe a korabbiakban, a csomoponti paraméte-
rek fliggvényében felirt mennyiségeket:

ne%(c_f)T([ )[[ze(xﬁ C*(X)B" (X) av g -

_(ge)T([)[ée(X)Tge(X)dV—(ge) ([)[QE(X)] 22( )dA+
o) J[& 0] B 08 () faaa

Jel6lések, elnevezések:

Az elem merevségi matrixa: K® = I [Ee (X )]T c* (X )Ee (X )dV .
= L= d =
(nn) (V) (nx6) (6x6)  (6xn)

Az elem merevségi matrixa szimmetrikus. Az Osszefiiggésben n az elem szabadsagi foka (az elem csoméponti
paramétereinek szama).
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A merevségi matrix blokkokra bontasa:

[K® K® KS SR
=i =ij =ik =iN =i
KE K. K K° || o
T T T T D= =i =k =N || =j
(qe) fqe{(q?) (qe_j (q) (q)} KE K K K| o
= = =i =]j =k =N =kKki =Kkj =kk =kN —k
e e Ke e e
| =Ni =Nj =Nk =NN | =N |

Ky Ko Kg

A merevségi matrix egy tetszleges blokkja: 53 =K}, K}, K,
K: Ki K¢

X zy 2z

A merevségi matrix elemeinek fizikai tartalma:
Pl. K, jelentiaz e elem j jelii csomépontjaban fellépd egységnyi z iranyu elmozdulashoz tartozd X irdnyt
er6 nagysagat az i jelli csomdpontban.
Az elem rugalmas agyazdsbol szarmazo merevségi mdtrixa:
e e T e e
K= J[[& 0] R ()8 (x)]aa.
(#7)
A ﬁi szintén szimmetrikus matrix. A rugalmas agyazasbol szarmazé merevségi matrixban csak azokhoz a

csomopontokhoz tartoz6 blokkok kiilonbdznek nullatol, amely csomdpontok rajta vannak az elem rugalmasan
agyazott feliiletén.
Az elem csomoponti terhelésvektora harom részbdol all:
- A térfogati terhelésbol szarmazo csomoponti terhelésvektor:

T

o= | [ée(x)] g (X)adv,

=4 Ve ) ;/—“ ;f_J
(nx1) (nx3) (3x1)
ahol a térfogaton megoszl6 terhelés q° (X ) stirliségvektora (intenzitasvektora) az elemen ismert. A q° (X ) le-

het PI. 6nstly, forgasbdl szarmazo terhelés, vagy a test gyorsulo (lassuld) mozgasabdl adodéd tehetetlenségi
terhelés.

- A feliileti terhelésbdl szarmazo csomoponti terhelésvektor:

i = [ [200)] pf(x)da.

(%) -

Itt p° (X ) az elem valamelyik feliiletén megoszl6 (ismert) terhelés stirtiségvektora.
=0

- A hémersékletvaltozasbol szarmazo csomoponti terhelésvektor:

e 1 e T e e e
53 ] [E 00T € 00 ar (xjav.
°(X) ¢ adott(ismert) mennyiségek.

Ebben a kifejezésben 1 az
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- Az elem csomdponti terhelésvektora: % =1f1°+ % +f° .
= =q =p =T

A csomoponti terhelésvektor blokkokra bontésa:

@

W= ...
@

3 e
Egy tetszdleges blokk: fo=|f|.

=] fz |
Az f[ az adott kiilso terhelést (térfogati, feliileti, hémérsékleti) a j csomépontban helyettesité koncentralt
erének az y iranyu koordinatajat jelenti.

A feliileti terhelésbdl szarmazo csomoponti terhelésvektorban csak azokhoz a csomépontokhoz tartozo blok-
kok nem nullék, amely csomo6pontok rajta vannak az elemnek a feliileten megoszl6 erdkkel terhelt részén.

Az elem teljes potencialis energiaja a bevezetett jelolések felhasznalasaval:

moglef e o)

= = =q =p
(1xn) (nxn) (nx1) (xn) (na)

Az egész test teljes potencialis energiajat a [[° (skalaris) mennyiség dsszegzésével kapjuk:
n-yrr,
ahol Q a testet alkoto6 elemek (résztartomanyok) szzim:l
A Lagrange-féle variacios elv szerint:
5H=5(H1+H2+...+HQ)=5(inej=o.
e=1

A potencialis energia minimuma elv (a Lagrange-féle variacios elv) csak az egész testre érvényes, de az egyes
elemekre kiilon-kiilon nem!

dI1=0, de 3&[IF=0!

A potencialis energia dsszegzésénél figyelembe kell venni, hogy az elemek kozos (kapcsolodd) csomopontjai-
nak azonos az elmozdulasa.

Ezt figyelembe véve a test potencialis energiaja az alabbi modon irhato:
H—iﬂe—quKq—qT[f +f +f j
py 2= == =\=q¢ =p =)’

e-1 e e+l e+2
i - 9i - 9i - 9i

42



Az egész test csomoponti elmozdulasvektora: q' =[qT q - q - q }
= =1 =2 =i =M

ahol q_T =[ui v, Wi]. M a test csomoOpontjainak szama, 3M pedig a test szabadsagfoka.

Az egész test merevségi matrixa:

> K¢ K., YKYO... YK
eel1 =11 el 2 =12 eel,j =11 eel,M =—1M
> K¢ >KE ... YKYO... ¥ K¢
ec21=21 ec2,2 =22 ec2,j =21 ec2,M =2M
5: . e . e . e e
o > K > K > KL )
eci1=I1 eci,2=I12 eei,j=—" eci,M =M
> K¢ Y K¢ .. X K® ... Y K
| eeM 1=M1  gcp 2=M2 eeM,j=Mi eeM,M =MM |
(3M x3M)

Az egész test K merevségi matrixa is szimmetrikus.

A Y K¢ blokk jelentése: minden olyan e elem ﬁ: blokkjat 6sszegezni kell, amely e elemaz i és j csomo-

eei, j =

pontot tartalmazza.

Az egész test csomoponti terhelésvektora:

—zfe 7 ‘zfe ] _Zfe

ecl=ql eel=pl eel=T1
Z fe Z fe Z fe
f — f + f + f —| ee2=q2 + ee2=p2 +| ee2=T2

> f° Y f° > fe
| eeM =qM | | eeM =pM | L eeM =TM _|
f° terhelési vektor blokkjat 8sszegezni kell, amely e elem az

Az ¥ f° blokk jelentése: minden olyan e elem

i csomodpontot tartalmazza.
A kinematikai peremfeltételek figyelembe vétele:
Legyen példaul q =0 és q =0.
=l - =] -

A test teljes potencialis energigja:

[ K K K. K q
=11 =li =l1j =I1M =
K K q =0
B 1 T T T T —il =ii —ij =iM =i =
H—2 21 ﬂi Sj =M K K. K. q =0
=jl =] =1 =M =j =
= 9 =0 : : :
_ _ K
| =M1 —=Mi =Mj =MM | L =M |
— f -
=1
f.
-la’ g q G
= =i =]j =M f _
=0 =0 =
f
L=M
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A q' -val balrl torténé matrixszorzas hatisara a K merevségi matrix i-edik és j-edik blokksora 0 -val szor-

zodik. A q' -tal jobbrol torténd matrixszorzas hatisara pedig a K i-edik és j-edik blokkoszlopa szorzodik

zérussal.
A q =0 ¢és q =0 kinematikai peremfeltételek figyelembevételéhez tehat a K i-edik és j-edik blokksorat,

blokkoszlopat, valamint az f csomoponti terhelésvektor i -edik blokksorat t6rélni kell.

A q_ €s q ~ paraméterek nem fognak az (ismeretlen) csomoponti elmozdulas vektorban szerepelni.

Ha q a megmarado ismeretlen csomoponti elmozdulasokat tartalmazo vektort, K és f pedig azt a merevségi

matrixot €s csomoponti terhelésvektort jeloli, amelyeken végrehajtottuk a peremfelteteleknek megfeleld sor- és
oszlop torléseket, akkor
a Lagrange-féle variacios elv:

snza[%ggg g(f of +f ) =(5qT)gg—(8qT)(f of +f ):0.

=q =p =T |

- (sq ) Rq-f ] 0.
A 54 minden koordinataja tetsz6leges (de nem nulla), hiszen a kinematikai peremfeltételekben adott zérusérté-

ki elmozduldsok § -ban mar nem szerepelnek.

Mivel 8§ tetszéleges, ezért a szogletes zardjelben allo kifejezésnek kell eltiinnie:

Kq-

I Qz
I —ht
IIO

A § csomoponti elmozdulasokra inhomogén linearis algebrai egyenletrendszert kapunk:
Kg=f.

A végeselem szamitasnal elkovetett tipikus adatbeviteli hibak:

- Nem adjuk meg az anyagjellemzéket.

- Nem adjuk meg a kinematikai peremfeltételeket.

Barmelyik hiba elkévetése esetén a test (rendszer) K merevségi matrixa szingularis lesz.

Ha nem adunk meg kinematikai peremfeltételt - azaz nincs megtamasztas - akkor a test tetszéleges nagysaga
merevtestszerit mozgasra lesz képes. Matematikai szempontbodl ez azt jelenti, hogy linearis algebrai egyenlet-
rendszernek végtelen sok megoldasa lesz.

A kinematikai terhelés kezelése
Kinematikai terhelés: az a terhelési mod, amikor a test bizonyos pontjainak elmozdulasat irjuk eld, azaz kine-
matikai terhelés esetén pl.: q , q adott értek.
= =

Amennyiben csak kinematikai terhelést adunk a szerkezetre, akkor az eddigiek alapjan az egyenletrendszer jobb
oldalan f =0 all.

Kinematikai terhelés esetén a Lagrange-féle variacios elv:
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>?
o
N —
%
| I |
=
1o 1o
=
Il
o

q

L=M

.....

K (i =12,...M ) blokksorai 0 -val szorzodnak, azaz ezeket az egyenleteket elhagyhatjuk.

PI. Ny

//

u=2all. Pl. 10 mm

—>
—>
—>
—> X

A K merevségi matrix K ¢s K (i =1,2,...,M) blokk oszlopai pedig a megadott elmozdulasokkal szorzod-
nak, ezért ezek ismert értékek lesznek, tehat atrendezhet6k az egyenletrendszer jobb oldalara.

" K K Z
£11 £12 £1M ﬂl =k gk oy 2| 9
521 522 £2M 22 + £2k Sk +£2|9| _ (=) .
=M1 £M2 ﬁMM _SM i _ﬁMkﬂk +£M|=|_ 9
ismert
A kinematikai terhelés esetén megoldand6 egyenletrendszer:
_ -k K -
in £12 £1M ﬂl =1kgk = g'
=21 = =2M S — _£2kﬂk - 52' ﬂl
=M1 =M2 =M _2M ] __£Mk g, ~Ku 9 |

csomoponti kinematikai terhelésvektor
Azokat a csomoponti terheléseket, melyek a megadott (eléirt) elmozdulasokat 1étrehozzak, csomoponti kinema-

tikai tehervektornak nevezziik.
4.2. A végeselem modszer konvergenciaja, mechanikai modellezés

A végeselem modszer alkalmazasa soran két kérdés mertil fel:

- A végeselem felosztas stritésével kozelediink-e a feladat pontos (egzakt) megoldasahoz?
- Milyen feladat pontos megoldasarol van sz6?

- Valosagos merndki feladat:
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Atest (alkatrész) alakja és méretei,
A testanyagjellemzoi,

) ) ismertek.
Aterhelések (ismert erék),
A megtamasztasok (ismert elmozdulasok)
U Egyszerisitések (mechanikai modellalkotas).

- Mechanikai feladat (mechanikai modell):
- Geometriai modellezés: Rudszerkezetek,

Sik-alakvaltozési feladat,
Altalanositott sik-fesziiltségi feladat, : 2D modellek
Forgasszimmetrikus feladat,
Lemez feladat,
H¢j feladat,
3D feladat,
sth.

- Anyagi modellezés: Lineérisan rugalmas izotrép anyag,
Linearisan rugalmas ortotrop anyag,
Rugalmas-képlékeny anyag,
stb.
- A terhelés modellezése: Térfogaton megoszlo: dnsuly, forgasbol, gyorsulasbol szarmazo,
Feliileten megoszlo,

Koncentralt.
- A megtamasztas modellezése: Feliileten,
Vonal mentén,
Pontban.
U Egyszerisités/kozelités (végeselemes szamitas).

- A végeselem modszer:
Az alkalmazott elemek alakjanak megvalasztasa.
Az elemekre bontas stirliségének megvalasztasa.
Az elemek kozelito fiiggvényeinek megvalasztasa.

Vilasz a 2. kérdésre: A mechanikai feladat egzakt (pontos) megoldasat szeretnénk minél jobban megkozeli-
teni.

Valasz az 1. kérdésre: A végeselem modszer energia értelemben monoton konvergens akkor, ha az elemek
kielégitenek néhany feltételt.

Az energia értelemben vett monoton konvergencia azt jelenti, hogy egyre stiriibb végeselem felosztassal
(végeselem halozattal) a [ tényleges minimumat egyre jobban megkozelité teljes potencialis energiat kapunk.

A monoton konvergencia csak a [ vonatkozasaban &ll fenn, tehat nem biztos, hogy példaul az
elmozdulasmez0, vagy a fesziiltségmez06 egy adott pontban folyamatosan kozeledik az egzakt értékekhez.
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Hegz_ ;

A diagramokon Iy, , Up,,, @ pontos megoldashoz tartozo potencialis energia, illetve elmozdulas érték és Q az
elemek szama, ami végeselem felosztas stirtiségét jellemzi.

A monoton konvergencia feltételei:

- Az elemhalonak és a kozelitd elmozdulasmezének kompatibilisnek kell lennie. Az elemek kozott sem hézag,
sem atfedés nem lehet.

Kompatibilis elmozduldsmezd: az approximacios fliggvényeknek biztositaniuk kell az elemek belsejében és
az elemek hatarain az elmozdulasmez6k ¢és az elmozdulasmezok
funkciondlban szerepld hely szerinti derivaltjainal eggyel kisebb fokszamu
derivaltjainak folytonossagat.

A kovetkez6 abra az elemek hézag- és atfedés-mentességi kovetelményét szemlélteti. A végeselemek kozott
sem hézag, sem atfedés nem megengedett.

8
hézag

Az alabbi abra az elmozdulasmez6 folytonossagi kovetelményét szemlélteti ara az esetre, amikor a
funkcionalban legfeljebb elsérendii derivaltak fordulnak el6. Ekkor az ij elemoldalon az e jelii elemr6l és az
(e+1) lokalizalt (ad6do) elmozdulasnak azonosnak kell lennie.

atfedés

u*(©)=u"(0)

- Az elemnek teljesnek kell lennie.

Teljes az elem, ha az elemen felvett kozelit6 fiiggvények egzakt mddon leirnak egy konstans alakvaltozasi al-
lapotot és az elemben merevtestszeri mozgas esetén nem keletkezik alakvaltozas (fesziiltség).

Ez akkor teljesiil, ha a kozelitd fiiggvények tartalmaznak egy teljes linearis (elsé foka) poli-
nomot.
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A teljes polinomok sikbeli esetben:

teljes 0. foku: 1
teljes 1. foku: Xy
teljes 2. foku: XX oxy Y

3 2 3

teljes 3. foka: X Xy xy* oy
Pl. a teljes harmadfoku polinom nemcsak a ,.teljes 3. foka” sorban allé hatvanyokat, hanem az elétte 1évé va-
lamennyi sorban talalhat6 hatvanyt is tartalmazza.
4.3. Ruadszerkezetek
Rudszerkezetekként modellezhetjiik példaul a villamos tavvezetékek tartdoszlopait, egyes hidszerkezeteket,
jarmiivek (autdbusz, vasuti kocsi) vazszerkezetét, stb.

Rudszerkezetek végeselem modellezése soran a kovetkezo feltételezésekkel éliink:
- Aszerkezet egyenes kozépvonalt rudakbol all (kézépvonal =S ponti szal).

- A &,n tengely a rad keresztmetszeteinek S ponti tehetetlenségi fétengelye.

- A szerkezet ridjaiban szabad csavaras 1ép fel (a rud pontjai a csavaras soran a rid kozépvonalanak iranya-
ban szabadon elmozdulhatnak).

4.3.1. Rudelméletek

Bernoulli-féle rudelmélet

A Bernoulli'-féle radelmélet nem veszi figyelembe a Ay
radnak a nyirasbol szarmazo alakvaltozasat.

Hipotézis: hajlitasnal a rud keresztmetszetei sikok 71— ===ao__.
maradnak ¢és mer6legesek maradnak az T
alakvaltozott kdzépvonalra. A Bernoulli T { N
hipotézis kovetkezménye: y

...... - ~ !
— o YT /77 K P \\\l%
sz _YZy =0. .‘/ R

A AN

Timoshenko-féle ridelmélet

A Timoshenko®-féle rudelmélet figyelembe veszi a nyirasi alakvaltozast.
Hipotézis: hajlitasnal keresztmetszetei sikok maradnak, de nem maradnak merdlegesek az alakvaltozott kozép-

vonalra.
A Timoshenko hipotézis kovetkezménye: Ay
sz:Wxio = Tyz:Gsz:G\Vx' 7/ VF

. Y/ ERRRREREEETTTN

A 1, (afeltetelezés szerint) az egész keresztmetszet / ~~~~~ -. / Y 7
mentén allando. / “““ ———__ '%"\\ >
Az egyensulyi egyenletbdl szamitott t,, nem allan- 74— 1
do a keresztmetszeten, példaul téglalap keresztmet- A T // .

szet esetén a 1, eloszlas parabolikus.
A nyiréfesziiltségi ered6 (a nyirderd):

T, = j 1,0A= A .Gy, = kAGy, . A = KA - nyirasi feliilet.
("

! Daniel Bernoulli (1700-1782) holland-svéjci matematikus.
2 Stepan Prokofjevich Timoshenko (1878-1972) orosz (ukrén) mérnok.
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A nyirasbol szarmazo alakvaltozasi energia szamitasdhoz van sziikség az A; nyirasi feliilet bevezetésére. Tégla-
lap keresztmetszetli rudaknal a k nyirasi tényezo értéke 5/6.

A rudelméletek osszefiiggéseinek osszefoglalasa.

A keresztmetszetek szogelfordulasait az abrakon kettds nyillal jeloljiik.

A végeselem eljaras elmozdulas modszerénél minden tovabbi mechanikai mennyiséget az elmozdulasok-
bol/szogelfordulasokbol szarmaztatunk.

A rid kézépvonalan 1év8 pontok koordinatai: u=u(g), v=v(), w=w({).

A rudkeresztmetszetek szogelfordulasai: @, =@, (). ¢, =0, (©), Q=0

X
—~
Jdx
~

A Bernoulli-féle ridelmélet osszefiiggései:

Az elmozdulas és szogelfordulas mezdk kapcsolata az igénybevételekkel:

u(c) _-M)
L R4 (Pi -
— hajlités, d¢ e ;
v(Q) au(@) — hajlitas, ¢, (£) — csavarés .
u
w(&) — hlizas-nyomés, T
Fiiggetlen mez6k: u(&), v(§), w(&), ¢, (&)
. < 5sszefiicdsei: _dw B B B B ,
A huzas-nyomdas 0sszefliggései: € —d—c, o, =Ee,, N=Ac, =AEe, = AEw.
A ferde hajlitas (két egyenes hajlitas szuperpozicidja) 0sszefiiggései:
d(Pg d?v do d2u
K,=——=——, M, =1Ek,=-ILEV', x, =—1=——+, M, =1 Ex_ =-1Eu".
3 dg d Cz he = Te=7¢ g n d¢ dé;z tm =™ =" n
- . d(Pg . . . ,
A csavaras 6sszefiiggései: 9= d_(; — fajlagos szogelfordulas, M, =1.G3=1Gg;.
n & .-

~

(pé>0t 'C & ¢, >0 VC

A Bernoulli-féle radelmélet esetén a [[ potencialis energiaban az ismeretlen mez6k (amelyekre kozelité fligg-
vényeket vesziink fel) els6 derivaltjai (W' és (pg') ¢s masodik derivaltjai (u" és v") is szerepelnek.
Az 1. konvergencia kritériumbol kévetkezden:

- Ha csak elsd derivaltak szerepelnek a []-ben, akkor maguknak az ismeretlen mezéknek kell az elemek
kapcsolodasanal megegyezniiik.

- Ha masodik derivaltak is szerepelnek a [] -ben, akkor a mezéknek és elsé derivaltjuknak is meg kell egyez-
nitik.
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A Bernoulli-féle radelméletnél a masodik eset all fenn, ezért az elemhatarokon a mezék és els6 derivaltjaik foly-
tonossagat is biztositani kell.

A Timoshenko-féle ridelmélet osszefiiggései:

Fiiggetlen mez6k: u(&), v(¢), w(¢), @:(¢), ¢,(¢), o (C)

Hizds-nyomds: ¢, :g—w, N = AEe, = AEW".

G
d
Hajliis: . =d%§, My = 1. Ex, =—1.Eql
do ,
an_d_(;’ My, =1,Ex, =-1 E@; .
. dv dv ,
Nyiras: ‘Pé:‘d_g“l’a = \VaZ(Pa““d_c’ T, =GA- (9. +V'),
du du ,
(pn:_ﬁ_wn = Wn:_@n_d_(;’ Tn:_GAT((Pn+u)'
d
Csavards: 8=di§ M, =1.G8=1Geg;.

Itt al] potencidlis energidban az ismeretlen mez6k (¢, és ¢, ) és az ismeretlen mezék elsé derivéltjai
! ’ !/ ! !/ !
(W, ¢L,9),V',u', g, ) szerepelnek.

Ezért a kozelito fiiggvények felvételénél csak a mezdk folytonossagat kell biztositani.

4.3.2. Térbeli rudszerkezetek, tartoszerkezetek-térbeli raudelem

Feltételezés: a szerkezet ridjai egymashoz mereven kapcsolodnak.
A &n,( az elemhez kotott lokalis (helyi) koordinata-rendszer.

Az elemre hatd, vonal mentén megoszl6 terhelés: 1?((;) = f. (Q)éé +f, (Q)én +f. (Q)éC :

Ismert mennyiségek:

- A radelem keresztmetszeti jellemzoi:
A - a keresztmetszet teriilete,
I. - a keresztmetszet csavarasi masodrendii nyomatéka,

I, -az n stlyponti f6tengelyre szamitott masodrendii nyomaték,

c

I, -az & stlyponti f8tengelyre szamitott masodrendii nyomaték.
- A ridelem anyaganak rugalmassagi jellemzo6i: E, G.
- A rudelem hossza: L.

Az e rudelem csomopontjainak jele: i, j .

A térbeli ridelem Osszefiiggéseit a Bernoulli-féle radelméletre alapozva épitjiik fel.

A radelem altalanositott csoméponti elmozdulasvektora:
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r -e
u;
Vi
q W
q° = ='e , ahol q°=|
= _ =i Py
(1_2:1) P

| Pei |

(6><l)
Az altalénositott jelzo arra utal, hogy a q° oszlopmatrix (az elem csoméponti altalanositott elmozduldsvektora)

nem csak elmozdulasokat, hanem szogelfordulasokat is tartalmaz.
Minden mennyiség csak egy valtozotol, a rad kdzépvonala mentén mért { koordinatatol fiigg.

u*(¢)
N O s
z 4ltalanositott elmozdulasmez6 vektor: u’(¢)= w ()|
¢z (C)
(4><l)
u®(C)=a; +a;C+a5C’ +al’,
Vi (C)=as +ag+anl’ +a5C’,
\A/e(<;)=a§+af0(;,
(PZ(C)=af1+asz-

Az elemhatarokon (i, j csomopont) a W* () és ¢ (§) mezdk esetén csak a mez6k folytonossagat kell biztosi-

Az elmozdulasmezd kozelitése az e jelii elemen:

tani. Az u®(g) és v° (C) mezOk esetén azonban nemcsak az elmozdulasok, hanem a szogelfordulasok (az u,v
lehajlas els6 derivaltjai) folytonossagat is biztositani kell. Ez a konvergencianal emlitett kompatibilitasi feltétel-
bol kovetkezik.

Fizikai jelentés:
e+l

-Ha ¢} =0}, akkor az e és e+1 rudelem egymashoz mereven kapcsolodik.

e+l

-Ha ¢} # ¢}, akkor az e és e+1 rudelem egymashoz csukléval kapcsolodik.

e+l

P =0; (Peji(Pj

® €9 ® ™ @D
i \j K i i/ K

A £ és n tengely koriili szogelfordulasmezok nem fliggetlenek az elmozdulasmezoktol:

e dve C e e e e due C e e e
¢ (C) = _%) =—a; —2a;0 - 33;,C", ?, (C) = % =a +2a5¢+3ac’.
A kozelit6 polinomok egytitthatoit kifejezziik az elem altalanositott csomoéponti elmozdulasaival:
Az i jelti csomdpontban: ue(Ci)zue(C=0):af =ue,

V(&)= (6=0)=a =V,
W (&) =w (5=0) =25 =wf,

(PE(Q)=—E =8 = ¢y,
=0

e _due a6 _ e

n(Ci)_ dc g:o_az_(pm,



A j jelti csomdpontban: uE(gj):ue(C: L)=af +aL+ajl® +ajl’® =uj,
ve(gj)zve(gzL)=a§+a§L+aeL2+a§L3 =V,

w(¢;)=w = a5 +apl=w;,
0(6)=- 2] —-ap-2afL st =,
C ¢=L
e dU e e ej2 _ e
(Pn(gj)zd_g =3-2+233L+3a4L = Py
=L
0f(¢5) =0t (6=L)=a;, +a,L=¢f.
A fenti 6+6=12 egyenlet inhomogén linearis algebrai egyenletrendszert alkot az a7, a;, ... a;, ismeretle-
nekre.

A linearis algebrai egyenletrendszert megoldva, a megoldast az elmozdulasmezdébe behelyettesitve €s a kapott
Osszefiiggést atrendezve:

Ut (&)= A" ()u7 = A (Q) ol + A5 (S)uf — AL (L) 0%y
V(Q)=A OV + A (L)os + A (O + AL (C) ey,
W (C) = AS(E)W + AL ()W,

0: (C)=A(C)og + A (C) -

Az bsszefiiggésben szereplé A° (C) approximacios fliggvények:

(@)-1-9 5] o[ 2] AS(C)ZL_“”( RG H
As(g)zs(%)z_z(g, A(C)=L +@‘G”

e g e g
A(Q)=1-1. A(Q)=2
Az elmozduldsmez0 kozelitése matrix alakban:
u, e
Vl
Wl
Pgy
u(¢) A O 0O 0 -A 0 A 0 0 0 -A 0 ]|¢,
ve(g) O A 0OA O O 0 A 0 A 0 0} e
wi(c)| o oA 0 0 00 O0A O 0 0]y
(pZ((;)OOOOOASOOOOOA\sz
R :
() ée (Q) (4x12)
| Pee
(12x1)
Az el6z6 matrix egyenlet tdmoren felirva: ge (C) = 5 (Q)qe.

Az A’ (C) approximacios fiiggvények tulajdonsagait késobb részletesen megvizsgaljuk.
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2 -1e
—d—2 0 0 0
dg
e e
<, (6) d2 u(¢)
@ _| ° T ° v
Az elem alakvaltozasi vektora: &°(§)=| ° = :
e P e I A RS
5(¢) d¢ ¢, (¢)
(4x1) d (4x1)
0 0 0o —
. dc |
22 (axa)
Tomoren irva: e (¢)= Q: u®(¢)= 92 A(C) g =B°(¢) a° .
(1) (ad) () () (#2) (2a)  (#42) (12a)
Az elem altalanositott belsd eré - belsé nyomaték vektora:
My, T [LE 0 0 0T«
M 0O ILE 0 ©
©= W= o ¢ .| e
= N 0 0 AE O € ==
M, 0o 0 0 IG||89
ge (4x4)
Témoren irva: o’ (€)=C"B°(¢)a".

Rudszerkezeteknél az anyagallandok matrixa nem csak anyagallandokat, hanem keresztmetszeti jellemzdket is
tartalmaz.

Az elem merevségi matrixa helyi KR-ben: ﬁe = I [Ae (Q)]T (De )T

(L)

o

"DAT(G)dG

(12x12)

Az elem megoszl6 terhelésbdl szarmazo altalanositott csomdponti terhelésvektora:
.(¢)

e e T f C e =Vvi
vef[ref|pae o
(12a) (L) (12x4) ¢ (C) -
0
(4><1)
A megoszl6 terhelés a csomdpontokban mindig erdkkel helyettesithetd (a helyettesité nyomatékok nullak):

e

<
—
(]

f e — Ci
=vi M

A radelemek merev 0sszekapcsolasa:
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Probléma: a helyi KR-ben felépitett ridelemek nem kapcsolhatok Gssze.

Megoldas: az 0Osszekapcsolashoz a radelem végeselem jellemz6it (az altalanositott csomoponti
elmozdulasvektort) egy (kdzos) vonatkoztatasi X,y,z KR-ben kell eléallitani.

A radelem helyi KR-ben vett végeselem jellemzdit transzformalni kell a vonatkoztatasi koordinata-rendszerbe.

A transzformaciot és a peremfeltételek figyelembevételét sikbeli esetre nézziik meg részletesen.

4.3.3. Sikbeli rudszerkezetek, tartoszerkezetek - sikbeli radelem

Tartészerkezet= rudszerkezet.
Feltételezés: A szerkezetet alkoto rudak egymashoz mereven kapcsolddnak.

A vonatkoztatasi (globalis) rendszer legyen az X,y,z KR. A helyi (lokalis) koordinatarendszerek:
EmG,  EmG,,

Tovabbi feltételezések:

- A rudak kozépvonalai egy sikba esnek.

- A szerkezet terhelése a kozépvonalak sikjaban hato erérendszer.

- Az x=¢, tengely a ridkeresztmetszetek tehetetlenségi fétengelye. Ezért a szerkezet radjai egyenesen hajlitot-
tak.

A rad mechanikai modellje:
- A testet (a valosagos rudat) kozépvonalaval helyettesitjiik.
- A rud szilardsagtani viselkedését jellemz6 mennyiségeket a kozépvonalhoz kotjiik.

Ragadjunk ki a szerkezetbdl egy radszakaszt, és vezessiik be a kdvetkezd jeloléseket:

V(C), W(C) - a kdzépvonal pontjainak elmozdulasa,
N=N ((;), T,=T (Q), M. =M, (C) - a bels6 erdk (igénybevételek).

he

Vooow
f[;\/v

Ismert a radra haté vonal mentén megoszl6 erérendszer: f(C) =f, (C)é +f, (C)é .

Ismertek tovabba a keresztmetszeti jellemzOk: a keresztmetszet A teriilete €s |, masodrend(i nyomatéka, a rid

anyaganak E rugalmassagi modulusa, valamint a rad L hossza.

A sikbeli rudelemet jellemz6 mennyiségeket a Bernoulli-féle radelméletre alapozva épitjiik fel.
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Minden mennyiség csak egy valtozotol, a rad kdzépvonala mentén mért { koordinatatol fiigg:
V(&)
W (¢)

ahol v*(¢) a lehajlas ( n irdnya elmozdulas), W*(C) pedig a rad pontjainak kdzépvonal iranyi (axialis iranyu,
radiranyu) elmozdulésa.

Az elmozdulasmezé: ge (C) = {

Az elmozdulasmezot a helyi KR-ben kozelitjiik: ¢ (C)=a +a5+asg” +ais’,
W (8)=a +ak,
Csomopontok jele: i, j .

Altalanositott csoméponti elmozdulasvektor (csomoponti paraméterek):

q° Vi
= 6=

Si 0;

(le) (3><1)

A polinomok egyiitthatdinak kifejezése a csomoponti paraméterekkel:

V(&) =V (C=0)=a =V},

W (&) =v'(E=0)=a =/,

dv*
(pe((‘;l):_ =_a2:(‘Pi’
dg o
ve(gj)zve(g: L)=a; +a§L+a§L2 +al’® =v;,
W (¢;)=w (¢=L)=a+aL=w,
o
dg

A linearis algebrai egyenletrendszert megoldva, a megoldast az elmozdulasmezobe behelyettesitve €s a kapott
Osszefiiggést atrendezve:

V(Q)=A (Vi + A (C)af + A (C)V] + A (L),
W (C)= A (O)W + A (E)W].

Az elmozdulasmezdre felirt egyenletet matrix alakban is megadhatjuk:

e e

0 (&)= =—a§—2a§L—3a§L2=(p‘j.

=L
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_Vie_
wt
{ve(c)} _ [Af(C) 0 K@) A() 0o A(@Q)]|e
(9] 0 A() 0 0 A 0 ||V
(2x1) Ae (C) (2><6) W:—3
= _(Pej_
(6x1)
Toémoren irva: ge (C) = 5 (Z;)ge .
Az 6sszefiiggésben szerepld approximacios fiiggvények:
e =1— 5 ’ E i Af\(g) Ase\(q)
A=t 3@ *2@’ . .
: &Y (8 | ¢
s0-9F) (L) P
v |G o EY (&Y K (2)
A=Y L+2[Lj (L” A(0) C
. B B 5 2_ E3 i i
A“(C)‘L_{Lj (L” B
¢ KO A
A (€) =T
1 1
ey G $
Aﬁ (C)_ L [ L R j
o] e
Az e elem alakvaltozasi vektora: l:KE’(C) :lz dq = dc’ {VZ(C)}
e(C)] | dw o 4 |w(©)
(2x1) dC_, dc
_Vie_
_d2Aie 0 _dZA; _dZAs 0 _dzAj ie
{Kz(c)} d¢’ dt d’ de® || of
ez (¢) dA; dA; vi
(CM) 0 d¢ 0 d¢ 0 wj.’
¢ 2x6 _(pe._
B (C) (2-¢) (ele)
Tomoren irva: e (¢)=D° A*(¢)q° =B°(¢) "
20 (22 29) (&g (29 (sa)

Az elem altalanositott belso erd (bels6 erd/ nyomaték) vektora:

m h(g)}{iﬁ}:w{:f(%ﬂ

e

o
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Tomoren irva: c (C) =C° B’ (Z;) q°.
= ) h

2 2
o AL o o LAY
Ii Ié
Ke_|éE 6L 0 4% 6L 0 2L
= 13|/-12 o0 6L 12 0 -6L
2 2
o AN, o AU

—6L 0 21> -6L 0 417

wtfie) (o8 & )% HeT @]

= ji = . .
i ii i —j

]
®

[}

Az elem altalanositott csomoponti terhelésvektora a helyi KR-ben:

f
f
- Vonal mentén megoszl6 terhelésbol: f¢= J. [ A (C)JT { fn}dc =7

(s_xl) (L) (6x2) (251)

A csomoponti terhelésvektor f, =c =all., f.=c, =all, konstans megoszl6 terhelés esetén:

:=H5©ﬁ{ﬂ-

(6x1) (L) (6x2)

=Vj

(2><1)

Ly, L,y L
Az approximacios matrix integralja: I [ 5 (C)]dg -| 2 122 12 .
(e oL o oL o
2 2
[ L O_ L fn
2 2
o L] |t
2 2
2
f _E 0 f ~ L°f,
.
A csomoponti terhelésvektor: f© = J-[AG(C)} d¢l ' |= 12 v 12
=v = fi; L fC L f
(6x1) (L) (6x2) ™) — 0 n
2 2
o L L
2 2
L 2
- 0 L°f,
L 12 J 12

- Koncentralt er6bél

A végeselem halozatot (felosztast) mindig tigy célszer felvenni, hogy a koncentralt terhelés tAmadaspontja-
ra csomopont essen.
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Fni f ¢
Haaz i csomdpont a koncentrélt terhelés timadaspontja: f° =| F.. f°= ?k'
= =k
M. =k

Az elemek jellemzdi (merevségi matrix, terhelésvektor) a helyi koordinatarendszerben altalaban nem kap-
csolhatdk Ossze.

Transzformacio a z,y globdlis/vonatkoztatasi koordindta-rendszerbe:

A Kk jelii csomodpont altalanositott elmozdulasvektora a helyi/lokalis ¢,n KR-ben:

Vi

e
k

[[Ne)

= Wk
O

A K jeli csomopont altalanositott elmozdulasvektora a z,y vonatkoztatasi/globalis KR-ben:

e

[Le}
Il
=

=

A transzformacio Osszefliggései: Ay

v, =V, cosa—W, sina,

W, =V, sina.+W, cosa, s .
‘ ‘ ‘ Vk \ Uk /
¢y =D,. (o} W,

Kk W,

A transzformacios Osszefliggéseket matrix alakban is felirhatjuk:
v, coso. —sina 0V,
W, |=|sina coso O||W, |, vagy g =T Q°.
0, 0 0 1| @, (1) (33)(3a)

Az elem csomdponti elmozdulasvektoranak transzformacioja:

0|Q
Ie , ovagy ¢ =T°Q°
Q N

e
(6<1)  (6x6)(6xa)

1o
. @

—

e

lo =

q e 0 T e

=] = =0dl=j

A transzformacids Osszefiiggést az elem potencialis energiajaba behelyettesitve, az elem merevségi matrixa a z,y
vonatkoztatasi KR-ben:

A T
R =(T°) K°T°.
6 o) (56)(E0)
A T
Az elem csomoponti terhelésvektora a z,y vonatkoztatasi KR-ben: £ = (r) f°.
(60)  (66) (s)

Az egész szerkezet merevségi matrixanak és csomoponti terhelésvektoranak eldallitasa a korabban megismert
altalanos algoritmus szerint torténik.

A peremfeltételek figyelembevétele:
Csuklos megtamasztas: V, =W, =0,  gorgds megtamasztas: V, =0, vagy W, =0.
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NG " @
k =)

k
z z
V, =W, =0 V, =0 W, =0
Ferde gorgd: a gorgd sikja nem parhuzamos az y vagy z tengellyel.
Ferde gorgd esetén a csomoponti elmozdulésvektort a gérgd sikjdhoz kotott n,m KR-be kell transzformalni.
v, T
A k jelti csomopont elmozdulasvektoraa z,y KR-ben: Q° =| W,
=k
ch
~ e
Vk
~e — W
4.7 %
D

A k jelii csomdpont elmozdulasvektora a gérgd sikjahoz ktott (m,n) KR-ben:

Transzformacio a globalis (z,y) és a grgé (m,n) koordinatarendszere kozott:
V, | [cosy siny O[V T

W, | =|-siny cosy O||W |, vagy Q=T ¢

=k =K =k

@, 0o 0 1||§,

A transzformaciot a k jeldi csomopontba befutd minden e jelii elem k csoméponti elmozdulasvektorara el kell

végezni:
Qe _ gk _ fe
= |Q 0

Im o

=i

Ha az e elem j csomopontjaban is ferde gorgd van, akkor az E egységmatrix helyett a fj transzformacios

blokkot kell beirni.
Az elem ferde gorgo figyelembevételéhez modositott jellemzoi:

Példa: statikailag hatdrozatlan tartoszerkezet alakvaltozdsa
A végeselem modszernél a statikai hatarozottsag, hatarozatlansag kérdésével nem kell foglalkozni. Ez a megal-
lapitas nem csak radszerkezetekre, hanem minden mas szerkezetre is érvényes.

y E,
A B

\ AN

Cvy
Lo ’
I L | |

Adott: az abran lathato tartd méretei (geometriaja) és anyaga: I, E, 1., F,
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Feladat: A C keresztmetszet v, lehajlasanak és . szogelforduldsanak meghatarozasa végeselem modszerrel.

Kidolgozas:

Végeselem felosztas: vegyiink fel két ridelemet.

- A csomoépontok sorszama (jele): 1,2,3.

- Az elemek jelét (sorszdmozasat) bekarikazassal kiillonboztetjiik meg.

- A radelemek hossza: L' =17 =1.

- Koordinatarendszerek: C;,n, =C,,m, =2,y = Nincs sziikség koordinata transzformaciora.

- Nincs z iranyu terhelés, ezért W(Q) =0. A rid kdzépvonalanak pontjai nem mozdulnak el z irdnyban, a szer-

kezetben nem 1ép fel raderd.

\ A

V.
Csoméponti elmozdulasvektor: ¢ :{ ' } (i=123).

12 61 -12 -6l

e
|E[ -6l 4 6 2°| K, K
Az elemek merevségi matrixai: K'=K?* = - == =2,
= = I {-12 6l 12 -6l

-6l 21> -6l 4l

A megoldando linearis algebrai egyenletrendszer:

K
=21 =2

Kl Kl 0 q fl
=11 =12 = =1 =
1 1 2 2 1 2
221 (ﬁzz—i_ﬁzz) £23 22 - L2+L2 '
0 KZ 2 f2
- =32 =33 =3 —3
(12 61 12 6 0 017v] [FR]
6l 4% 6 22 0 0 ||lo| | O
, , lE|12 61 24 -121 -12 -6l||v,| | F,
Részletesen leirva: 2 ) ) ) = .
I° -6l 21 -121 8l 6l 21° || o, 0
0 0 -12 6 12 -6l|v,| |F,
0 0 -6l 2 -6l 4% o,| |M,]

=

5y» M (ismeretlenek).

A tdmasztd erérendszer koordinatai: Fly ,

Peremfeltételek: v, =V, = ¢, =0.
A peremfeltételeket ugy vessziik figyelembe, hogy az egyenletrendszerbdl toroljiik az 1., 5. és 6. sorokat és

oszlopokat:
Az egyenletrendszer a peremfeltételek figyelembe vétele utan:

a2 el 22 [e] [0

LEl el 24 11|, |=|-F, |

|3
20 -121 8 |lg,| | O

Az egyenletrendszer megoldasa:

2 3 2

“BILE ° 2796 ILE °
A kapott megoldas egzakt!

Py
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A szilardsagtanbol ismert, hogy koncentralt terhelésii tartoszerkezetben szakaszonként allando N normal- és T,

nyir6-, valamint szakaszonként linedrisan véaltozo6 M, hajlitonyomatéki igénybevétel 1ép fel.
A végeselem kozelitéssel meghatarozott mennyiségek esetében:

- W(§) linedris kozelitése miatt N elemenként allando,

- V(&) harmadfoku kdzelitése miatt M, =—I, EV" elemenként linedris.
dM,,
dc
A végeselem kozelités tehat tartalmazza az egzakt megoldast. = A [] energia minimuma elvbél megkap-
juk az egzakt megoldast!

- V(&) harmadfoku kozelitése miatt T, =— =—I EV" elemenként 4llando.

4.3.4. Sikbeli racsos tartoszerkezetek

Ay .

\4

vN

"FZ

Feltételezések:

- A rudak kozépvonala egy sikba esik.

- A rudak egyenes kézépvonaltak és a végpontjaikban csuklokkal kapcsolodnak egymashoz.

- Kiilso terhelés csak a csuklopontokban, vagy a rudakra a kdzépvonallal megegyez6 iranyban miikddik.
Kovetkezmény: a szerkezetet alkotd rudakban csak ruderd ébred.

N
el

A keresztmetszet alakjara nincs semmilyen korlatozas.

Huzott, nyomott rudelem:

Ismert: - aradelem axialis terhelése f (C) = f, (C)éC :
- arudelem keresztmetszetének A teriilete,

- arudelem anyaganak E rugalmassagi modulusa,
- aradelem L hossza.

Ebben az esetben csak a ridiranyn w(() elmozdulasmez8t kell kozeliteni: w(&)=af +a5¢.
A csomoépontok jele: i, j.

61



e
W.
Az elem csomoponti elmozdulasvektora: q° = '} .

Wi

(2><1)

A polinom egyiitthatoinak kifejezése a csomdponti paraméterekkel:
W (G)=w (5=0)=w =al,

F(6)=w (C=L)=w* =a’ +aiL 1
W CJ (C ) j al + 2"

Az egyenletrendszer megoldasa: a’ =W, a; =

Az elmozdulasmez6 a csomoponti elmozdulasokkal kifejezve:  w* (&)=

Matrix alakban frva: ~ W*(()= H _%j %} {Wn:} - A°(0)q"

Az approximacios fiiggvények (alakfiiggvények):

e g )
A(G)=1-7
e g : -
A ==, I
1, i J L {
Az alakvaltozasi vektor - a radiranyu fajlagos nytlas (1 db skalar mennyiség):
. dwt W —w 1 1w R
i MEEYGEE
(lxl) dC L L L WJ - =
e (2><l)
B* (&) w2l
A fesziiltségi vektor - a radiranyt normalfesziiltség (1 db skalar mennyiség):
o; = Eg; :(E)EG(C) 98 , N° = Act.
(1x1) (1x2) (Exl)

Az elem merevségi matrixa a helyi KR-ben:

K= [[B°(0)] c'B* (¢)de=E(B°) B" [ Adc.

()

: E°A°| 1 -1 Kii
A szorzast és az integralast elvégezve: ﬁe = { } :{

Az elem csomoponti terhelésvektora a helyi KR-ben:

.
- Vonal mentén megoszl6 terhelésbol: f© = j [Ae (Q)} f.(£)d¢.
=v (L) _(le) (1x1)

Ha f. =all.: fe=f

|
<
=
—

Jx
7 N\
N|m
'_ N
N—

Jx
L
N‘m
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F
- Koncentralt erébdl: € = {Flg }
=k

Az elem potencialis energidja:

[

1 1|lw f.L|1 F,
:l[wie We]ﬁ -fwe w e e
2 L1 1 W, ! 2 11 Fic
A rudelemek 0sszeillesztése: up;

y k C.>l
€,
1 @

z

»
»

Az elemeket jellemz6é merevségi matrixok és csomdponti terhelésvektorok a helyi koordinatarendszerek kiilon-
boz6sége miatt a kK csomdpontban nem kapcesolhatok Gssze.

1 — V\Il 2 — 2
g, =[w ] g =[we]
Transzformacio a z,y globalis koordinatarendszerbe:

bl o )

w, =V, sinf3 +W, cosp.

Transzformacios Osszefiiggés az e jeli elemre matrix alakban:

e | W e_ sinp cosp 0 0 ||W _Te0°
95w |7 0 o sinp cosp v, | ==

]

(2x1) (2x4) W

A transzformacio elvégzése (jelolés: sinf=s, cosp=c):

=Vj

0 S

f
0| L[] _flje| ||
s| 2|1 2 |s f‘e
c c



Példa: onsulyaval és koncentralt erével terhelt rud alakvaltozasa.

Adott: - arad keresztmetszetének A teriilete,
- arad anyaganak E rugalmassagi modulusa,
- arad L hossza,
- arud anyaganak y fajstlya,
- az F, koncentralt terhelés,

A 9 ) w«}%—y y i ;
! s
a |8 B—-{ f, =y A=4ll }{42.1 f
o
v C cl¥ v 3L
v y Fo F

Feladat: A B keresztmetszet w, és a C keresztmetszet w, elmozduldsanak meghatarozasa végeselem mod-
szerrel

A radmodell vonal mentén megoszl6 erérendszerének stirtisége f, = Ay =all..
A helyi és a vonatkoztatasi KR azonos = az elemek a helyi KR-ben is dsszeilleszthetok.

Az 1 jeli elem jellemz6i:

Az 2 jelii elem jellemzo6i:

1 AE A
HZ(WZZW;):ET{(WZZ) — 202w + (w2 }_VT{Wg g

Az egész szerkezet potencialis energidja: [T=1T+IT".
llesztési feltétel: W, =W, .
Tovabbi jeldlés: w, =W, W, =W, =W, W, =We.

. AE -1 0|w 1 F,
l_[=§[w1 W, W3]T -1 (1+1) 1w, (—[w ow, ] =141 l+] 0

0 -1 1w 1 K

Lagrange-féle variacios elv:
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el t o] [ R
SIT=[ow, &w, w,]{—|-1 2 —1||w, |-=|2|-| 0 |t=0.
0 -1 1w, 1| | F,
Kinematikai peremfeltétel: w, =0 = dw, =0.

A w, -el szorzott oszlopot és a dw, -el szorzott sort tordlni kell.

. AE[ 2 1w, YAL
A megoldandd linearis algebrai egyenletrendszer: — =| yAL

L[-1 1]w, +F |
2 2
Az egyenletrendszer megoldasa: W, = 3k + i W, = 2£ + ZE.
2 E AE E AE

Ha a rudat stlytalannak tekintjiik (y = 0) , akkor egzakt megoldast kapunk.

WA Egzakt megoldas:
/ FO

W, w, =——L,
W, P 27 AE
Z
« Lyt W= o
AE

Ha a rad csak a sajat sulyaval terhelt (F, =0), akkor kozelitd megoldast kapunk.

W A e Kozelité megoldas:
7 392
v " =
z
L - L L2
E.

Ebben az esetben az egzakt megoldas masodfoku.

A tamasztoer6 meghatarozasa (visszahelyettesités az els6 egyenletbe):

_AE =ML e
L 2
AL AE(3y> _FL AL 3 v
Fo=—tom -t Sy 1= 2 AL -F =—yA2L=-G-F, (1)
2 LI\2E “AE 2 2 .

Példa: Koncentralt erdvel terhelt csuklos rudszerkezet.
Adott: L =L,=L, A=A=A E=E,=E y
Feladatt A C csuklopont U =V.€, +W,E, N

elmozdulas vektoranak meghatdrozasa
végeselem modszerrel.

65



Kidolgozas:
A végeselem modell 1étrehozasa soran a szerke-

zetet két huzott-nyomott linearis rudelemre
bontjuk.

A helyi KR-ek felvétele:
A helyi és a globalis KR-ek egymadssal bezart

szoge: o, =210°,a, =135°.

Az elemek z,y KR-ben vett merevségi matrixa:
Az 1 jelii elem: cos’ o, =0,75; sin’a, =0,25; sina, coso, =0,43.

L 0,25 0,43 -0,25 -0,43]
| K K| AE|043 075 043 075
= |g* k' | L|-025 -043 025 043

=21 =2 -0,43 -0,75 0,43 0,75

A 2jelfi elem: cos’a, =0,5; sin’a, =0,5; sina,coso, =-0,5.

2

015 _0,5 _0,5 0,5

A2 A2
R? K, X, _AE|-05 05 -05 -05
= |g? g?| L|-05 05 05 -05

=32 =33

05 -05 -0,5 0,5

A szerkezet linearis algebrai egyenletrendszere altalanos jelolésekkel:

Al Al i f 1
511 512 9 91 =1

Al Al A2 ~2 || Al A2
K (K +K ) Koo |=| f +1
=21 =22 =22 =23 —2 —2 —2

0 g S i

= =32 =33 L =3 |

A linearis algebrai egyenletrendszer részletezve:

(0,25 0,43 -0,25 -0,43 0 0 |
0,43 0,75 -0,43 0,75 0 0

AE|-0,25 -0,43 0,75 -0,067 -0,5 0,5
L |-0,43 -0,75 0,067 1,25 0,5 -0,5
0 0 -0,5 0,5 05 -05
0 0 0,5 -05 -0,5 0,5 |

Iwé 0’< I\)E '\’< I—‘E H<I
o

Kinematikai peremfeltételek: V, =W, =0 ¢és V, =W, =0.

. _ AE| 0,75 0,067 ||V, -F
A megoldandd linearis algebrai egyenletrendszer: — = .
L |-0,067 1,25 ||W, 0

L L
Az egyenletrendszer megoldasa: V, = -1, 34E F. W, =-0, 072E F

A 2. csomopont elmozdulas-koordinatai az y,z koordinata-rendszerben.

A megoldas egzakt, mert a Kozelité mezdk tartalmazzak a pontos megoldast.
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4.4. Végeselem programrendszerek altalanos felépitése

a) Adatbeviteli rész/modul:

- A szerkezet geometriai felépitésének megadasa: pontok, vonalak, feliiletek, térfogatok.
- A szerkezet végeselem halozatanak megadasa: elemek, csomdpontok.

Szempontok: - Azokon a tartomanyokon legyen siritett a felosztas, ahol a mechanikai mennyiségek
erdteljesebb valtozasa varhato.
- A koncentralt er6k/nyomatékok tdmadaspontjara essen csomopont.
- A megtamasztasi helyekre szintén legyen felvéve csomopont.

- A szerkezet anyaganak megadasa.

Az anyagjellemzOk geometriai (vonal, feliilet, térfogat), vagy végeselem jellemzokhoz (véges elemek) is
megadhatok.

Specialis eset:
- Rudfeladatoknal itt kell megadni a rud keresztmetszeti jellemzdit is. PL.: A1, ...
- H¢j-, lemez- és tarcsafeladatoknal itt kell megadni a vastagsagi méretet.
- A szerkezet terhelésének megadasa (koncentralt, megoszlo terhelés, hémérséklet eloszlas, ... ).
- A szerkezet megtamasztasanak megadasa.
- megtdmasztas (nincs elmozdulés),
- rugalmas agyazas (rugoallandok),
- el6irt elmozdulas (kinematikai terhelés).
b) A végeselem-szamitdsi rész/modul.

- Az elemek merevségi matrixainak és csomoponti terhelésvektorainak eldallitasa.

- Az egész szerkezet merevségi matrixanak és terhelési vektorainak (egyszerre tobb jobb oldal is lehetsé-
ges) eldallitasa.

- A kinematikai peremfeltételek figyelembevétele (megfeleld sorok és oszlopok torlése).

- A szerkezet linearis algebrai egyenletrendszerének megoldasa = a szerkezet csomoponti elmozdulasai-
nak meghatarozasa.

- Alakvaltozas, fesziiltség (belsé erdk) szamitasa elemenként a csomopontokban, vagy az elem belsé pont-
jaiban. Az alakvaltozasi jellemzOk, fesziiltségek csomodponti értékeit az egyes elemekr6l az adott csomo-
pontba szamitott értékek atlagolasaval szokas eldallitani.

C) Az eredmények szemléltetését végzd rész/modul.

A felhasznal6 eldonti, hogy a szerkezet szilardsagtani allapotai koziil mit vizsgal részletesen, mit szemlél-
tet.

- A szerkezet pontjainak elmozdulasat (deformalt alak).

- Fesziiltségeket (az egyes fesziiltsége-koordinatakat kiilon-kiilon, vagy a redukalt fesziiltségeket), igény-
bevételeket, tamasztoeroket.
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